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Hovedsætninger om de overelliptiske Functioned

i. Naar man i

har P at være en rational Function af x og
n __________________________________________ ________________________________ -__ n.____________ __

R = \Zaa 4-a, + x2 4-... 4-«pæp + ... a2næZn =

) Ramas Diff. og Int. Regning p. 48.

kan man ved Decomposition udtrykke (1) ved en Surn af Integraler af Formerne

Ak-/ dx 
(l-^rx^R’ (2)

idet m er heel, k positiv heel, r reel eller imaginær. For Integralerne (2) kunne angives
Reductionsformler, som for det specielle Tilfælde n — 2 indbefatte de bekjcndte Formler *),  
som fore til de elliptiske Functioned

Man har nemlig
d. 'll—{‘¿il——1

----- -=--------- = (m— 2h4-1)æ",-2”K"-1 dx
(n—l)arm_'2n+1(«1+2(z<2ir4-3a3£e24-. .-\-papxp~l-{-. .-{-2na2nx2n~l) 

nR
eller, idet

(p) — <p (0) <p (1) + 9 (2) 9 (Ä),
p—o

hvoraf atter ved Integration udledes

p=o
2n—1 p(n—1)\1 ™

n / j 2n+pl (3)
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Sættes m — 2n— 1, faaes en Relation imellem *F 0, saa at enhver
af disse er bestemt ved de 2n—1 andre. Andre Værdier af m give lignende Formler til 
Bestemmelse af U?2«+»—i ved 2n andre. Navnlig ville alle Functionerne med höjere 
positive Indices kunne udtrykkes ved de 2n—1

Naar m<2n—1, erholdes negative Indices i (3), men Functioner af höjere Indices 
kunne stedse udtrykkes ved dem af lavere og disse igjen ved de med positive, med Und­
tagelse af ’F—i, som for m~2n — 2 indgaaer i Formlen tilligemed 2, men faaer 0 til Coef-

1
ficient, naar rø = — 1. Men da æ = — overhovedet giver

idel
z = y a0 z2n 4- a1 zln~' + a2 s2”-2 +... + ap z2n~p... + a>„, 

bliver almindelig reduceret til *F,„  og altsaa til

Saalænge r er reel vil transformeres til ved Substitutionen l+ra?=— 
z men

imaginære Værdier af r vilde give imaginære Coefficienter i Rodstörreisen; Reductionen skeer 
derfor i dette Tilfælde helst ved en ny Formel. Man sætter

_ 'I __ ‘i
1 4-ra; = (i), a0 + ai — ha,2—— +--+a2n —r?'n~~ ~^o + ^1 °4"b2o- + .. . + &2n w2n>

hvor b0, b1? b„, ...b¿n ere Functioner af a0, alt a,,, ...a¿„ og r. Man faaer nu

d.w~*  + 1y(b0+bt û)4-b2G>24- •• • -d-tø*« 2*)" —1
dx da

(n~i)a~l,+l(bl-[-2b(¡a 4-3b3w2
nR

p(n—1)
n ]

som atter integreret giver
— Jl11 

r(l -}-rx)k~1

bp a-k+p
~R ’

(4)

Sættes heri k=l, faacs en Relation imellem 30, S_2.... saa at enhver
af disse er udtrykt ved de2n—1 andre. Faaer derimod k andre Værdier, vil enhver Function 
Si—?-7> kunne udtrykkes ved 2n andre. Navnlig kunne alle Functioner med höjere nega­
tive Indices reduceres til de 2n—1

’¡7 c’ f«0, A-l> Ä—2-• • • Ö — (2n—2)«
Naar k>\, erholdes positive Indices i (4), men Functioner af höjere Indices 
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udtrykkes stedse ved de med lavere og disse igjcn ved de med negative, undtagen H(, som 
for k~— 2 indgaaer i Formlen tilligemed K2, men faaer O til Coefficient, naar A=l.

Da man altid vil have

eller symbolsk fremstillet
H_(2w_9_2) = (H-r^

idet Expolíenteme for forandres til Indices, saa vil ikkun være et nyt irreductibelt 
Integral.

Fölgclig kan (1) udtrykkes ved Summen af en algebraisk Function og af Integraler 
af Formen

y'(f^ñ+A"+A,x+A2x'2+ (5)

2. Naar ai=a3==a&=...=a-¿n-i—0f bliver ved at sætte x" = z til

11  

\/a0 + a2z + ft45'2-b...
og (3) forvandles til

saa at de irreductible Functioner blive ikkun
Hf Hf -<k r

3. De i (5) angivne Integraler, som ere irreductible til andre, danne en ny Classe 
Transcendenter, hvorunder de elliptiske ere indbefattede forn = 2. De kunne kaldes over­
elliptiske (hyperelliptiques) af (n—l)te Classe, saa at de elliptiske ere af lste Classe; hver 
Classe indeholder 2n forskjellige, men af de 4, som henhore til lsle Classe er den ene 
reductibel til andre. De overelliptiske Functioner af ¿tc Classe have n = i‘4~l, altsaa

«+i__________________ .__
R = \Zao 4-0,0;...... a2i+2^2i±2,

og cre 2i -4- 2 i Antal.
4. Transcendenterne (5) ere alle indbefattede i den mere almindelige

♦<«->•>

hvor f(x) er en heel Function af x, y eller y(x~) en af de n Rödder yx(a;), y„ Cr), 
....yn(x) i Ligningen

yn+p1yn~í-irp2yn~2+‘ ...+p«-i y+pn=o, (7)
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altsaa 

og desuden enten

eller

faaes respective

og erindrer at /'(«) = O, faaes

idet

et lignende Resultat, nemlig

M ______ _

og Ç, 7i> ?2,«-.7n-i ere Funclioner af x og andre uafhængige, og endelig IJF(Ï) betyder 
. .1Coefficienten til — i Udviklingen af FQt) efter aftagende Potenser af t.

For Transcendenten faaes, idet man sætter 

hvor pti p2...pn-i, pn ere hele Functioner af #*).  Naar man nemlig sætter 
p1=p2=...=p„-l==0, p„—— ßn = —90), w^=l,

*) Ramus DifT. og Int. Regn. p. 242.
■*) Ramus DifT. og Int. Regn. p. 243, (312). Jürgensen Videnskabernes Selskabs naturvidsk. og matb. 

Skrifter 8 Deel og Crelles Journal t. 23 p. 126. Abel oeuvres complètes t. II. p. 66.

tn

V?(0

hvor xlt x^...xtu ere Rödder i den algebraiske Ligning

p O) = Sji O) • S2 • S3 O) • • •. s»O) = O,

4>(a?)=Sn O) =

5. Theoremet om Addition af Transcendenter af Formen (6)**)  kan nu anvendes 
paa de nye Transcendenter. Ligning (7) og dens Rödder blive

«/"—Æn=0, y^R, y„=aR, y3 = a*R,  ....yn«=a—1 R,
idet 1, a, aa....an_1 ere de nle Rödder af 1. Sætter man dernæst

’LOW"
Xkxm dx 

~~R~

dx
•—a) R’
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>.(9)

S ! (x, ) + S, (xj 4- .... S1 (Xu) = C + yÿy [7. 5 ! (a) + a-17. s2(a).... 4- a~(?-?> l.sn (a J |

— n ñ [l.Sj(t)4-a”1 ï-sa(0”--4-(X-’‘“t) l-Sn (0]| 
(¿—a)\/ç(f) /

6. Hver Classe ai de overelliptiske Funclioner dele sig i 3 Arter, ligesom de 
elliptiske og ultraelliptiske, efter Beskaffenheden af Transcendenternes Sum. Da nemlig

1
Substitution af t—— i Leddet II i (8) frembringer en Udvikling efter stigende Potenser af 

u og af Formen
w2~m(A04- At «4-.......),

sees Leddet II at forsvinde saalænge m = O, men at maatte bibeholdes for alle Værdierne fra 
zzi=l til m = 2n—2. Man henregner derfor Transcendenten ?I% til lste, ’1%,... 
til 2den og Ei til 3die Art.

7. Anvendes det Forcgaaendc paa det specielle Tilfælde hvor n = 3, faaes 
9(3;) = a0 4-«iæ + «2 ^24-«3 x'3 4“ a4 4-«3 ¿c5 4-aca;n = — p„, 

2/1 (a?)=V<P(^5, y.2(^)=aV?(®)5 yÅx^ =a2y<p(æ),

Si (x) = + 4-725

Si(^) = fla2y92tø)4-7iaV?(ic)4-?2,
s3 (af) = </aÿ<p2(Æ)4-(/1 a-\/9(¿e) 4~Ç2,
p (a?) =g3ç>2(a:)4-(g13—3ç</1ga)<p(aî)4-723

= A (x—X ! ) (x—x,¿).... (æ— æu).

Antages dernæst q, q}, q2 respective af Graderne X, Xt, X2, vil p. være lig den 
höjeste af Störrelserne

3(X4~ 4), 3(Xj 4~2), 3X2, X 4~ ^1 4~^2 4~9.
Forudsættes altsaa q3tp-(x) ikke at være af lavere Grad end noget andet Led i 

p(of), vil altsaa
p. = 3 (X 4~ 4)

og man kan sætte
3(X - Xj -|-2)= Ä*,  3(X—X24-4) = ä2, 2X—Xj X24“6 = ft3^ 

hvor ht, Zt2 og /¿3 ere givne positive Tal. Man faaer da fremdeles
p. = 3 (X 4- 4) = 3 (Xj 4- 2) 4~ 7¿i = 3X2 4~ 7t2 == 4~ 1 4~ ^2 4~ 6 4~ 7í3,

hvilket ikke kan linde Sted med mindre de 3 forste Udtryks Sum er 3 Gange saa stor som 
det sidste eller

7^4-/^ maa altsaa være et Multiplum af 3. Til Bestemmelse af de X4-X, 4-X24-3 Coeffi- 
Vidcnsk. Selsk. Skr., 5 Række, naturv. og math. Afd. 1 Bind. 42 
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cienter i de 3 Polynoiner 7, qx, q<¿ haves nu p. 4-1 Ligninger. Man faacr altsaa ved disse 
Coefficientcrs Bortelimination, ifölge

3(X —4) —d —(X-f-Xj 4-X2 -j-3) = 7i3 4-4
eller

3 (X j -f- 2) -f- h 1 4-1 — (X 4~ Xj + X2 4~3) = 4" 4
eller

3X2 4- 7¿2 4*  1 — (X 4- ^1 + ^2 +3) = 7i3 4~ 4,
hA 4-4 Endeligninger, altsaa ogsaa 7t3 4-4 = 7 ikke arbitrære Störrelser eller Hjælpestôrrelser, 
som ere Functioner af p.— ¿ = p.— hs — 4 = X4-Xt 4~X2 + 2 arbitrære. Det mindste Antal 
Hjælpestôrrelser svarer altsaa til Ä3=0, hvoraf folger hl—0, 7i2=0, altsaa 7=4, p.>4. 
Men p. maa være et Multiplum af 3 og X positiv, altsaa idetmindste p.= 12, hvoraf folger

X = 0, X,=2, X2 = 4, =7í2 = 7i3 =0.
I

Ç = <7t = b0 4-7>1# + &2æ2, ç2 = c0 +cix + ci2x'i + c3a?3 -¡-c4x4,
bestemmes de 9 Coefficienter ved 9 af de p¿-|— 1 = 13 Ligninger, idet 9 af Størrelserne 
xt, .... x1Q tages arbitrært og de 3 andre tilligemed A bestemmes af de resterende 
4 Ligninger.

Sætter man dernæst 7i3 = l, altsaa 7ix -f-== 3, bliver 7 = 5, p.>5. Da dernæst 
7ii og h„ maa være Multipla af 3, fdi man enten

7^=0, ä2 = 3, p. = 12, X = 0, X1=2, X2 —3
eller

Äj=3, Ä„ = 0, ¡1 = 12, X=0, Xx = l, X2 = 4.
Af de andre Udtryk for ¡i folger endvidere

—6, Ä2<p., altsaa fe3 <¿ —

som Betingelse for al Xj og X2 skulle blive positive. Saalænge altsaa p. = 12, tör 7z3 ikke 
overskride 6. Naar man saaledes tager

Ä3=n<7, p. = 12, Ä1<^6, 7í2<42,
maa man have

Ä1==3r, r<2, 7i2 = 3(n—r), X = 0, Xt=2— r, X2=4—«4-r,
som tillige giver

X 4~ X j 4- X 2 = 6—n.

Ilvis man i Almindelighed sætter
p- = 3s, Ä3=n, 7ij=3r, Ä2=3(n — r),

maa man tillige have
s>4, r<4— 2, n — r<^s

og X = s— 4, Xi=s — r — 2, X2 = s— n \-r.
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Man kunde ogsaa forudsætte X, Xx og X„ givne og bestemme de övrige Störrelser,
nemlig

p. = 3 (X -f~4), Äj — 3 (X—Xj -j~ 2), hn — 3 (X—X„ 4), — ‘¿\—Xj — X2 —|-6.
8. Naar man i (1) har

n n
K==\/a0 +«! x-f-a2xn- +..................— y<?(#), v>2n,

ville Theoremerne (8) og (9) vedblive at gjælde og man vil ligesom i 6 kunne dele hver 
Classe af disse nye Transcendenter (ultraoverelliptiské), svarende til alle mulige hele 
positive Værdier af v'>2/¿, i 3 Arter, de 2 indbefattede i (8), eftersom Leddet II forsvinder 
eller ej, og den 3die i (9).

9. For de ultraoverelliptiske Functioner af 3die Art faaes desuden*)

(H)

«) I Analogi med Formlerne (326) og (343) i Romus Diff. og Int. Regn. II, IV, 5, som indbefattes under 
de nye ved at sætte n=2. Jfr. Abel oeuvr. compl. t. II. p. 54.

42*


